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URCENIE MOMENTU ZOTRVACNOSTI FYZIKALNEHO
KYVADLA

doc. Ing. Julius Stelina, CSc.

Teoreticky uvod:
Fyzikdlnym kyvadlom rozumieme teleso (napr. dosku, ty€), ktoré vykonava periodicky

Obr. 1

kmitavy pohyb okolo osi, ktord neprechadza taziskom. Schematicky je takéto kyvadlo zndzornené
na obr. 1. Pri¢inou jeho pohybu je tiazova sila G poOsobiaca v tazisku telesa. Teleso vychylené
z rovnovaznej polohy o uhol a do rovnovaznej polohy vracia zlozka sily G p (obr.1).

Ak kyvadlo kyva v rovine nékresne (obr.1) a os O je na ndkresnu kolma, potom pohybova
rovnica takéhoto fyzikalneho kyvadla je

M=I¢ (1)
kde M je vektor momentu sily, | moment zotrvacnosti a € vektor uhlového zrychlenia.

Poznamka: Moment zotrvacnosti | pre teleso so spojite rozlozenou hmotnostou je definovany
vztahom | = M[r ’dm , kde M je hmotnost telesa a r je vzdialenost hmotného elementu dm od osi

n
otaCania. Pre ststavu hmotnych bodov je moment zotrvacnosti definovany vzt'ahom | = z m,r’,
1=1
kde mij je hmotnost’ i-teho hmotného bodu a ri je jeho vzdialenost’ od osi otacania.
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Kyvadlo zndzornené na obr. 1 vykonava kmity v rovine nakresne okolo osi O kolmej na
nakresiu.
Velkost’ moment sily je dand vztahom

M=-G, d= ~(Gsina)d = -mgdsina (2)

kde m je hmotnost telesa, g je tiazové zrychlenie a d je vzdialenost’ t'aziska od osi, okolo ktorej sa
kyvadlo kyva. Znamienko (-) vo vztahu (2) vyjadruje ti skuto¢nost, ze sila Gp smeruje vzdy do
rovnovaznej polohy).

Velkost’ uhlového zrychlenia je dana vztahom

3)

Ked’ rovnicu (1) vyjadrime v skalarnom tvare, M=I¢g, dosadime do nej vztahy (2) a (3) a ked’
neuvazujeme tlmiace sily (teda mame na mysli harmonické kmity netlmené) dostaneme po Uprave
pohybovu rovnicu fyzikalneho kyvadla v tvare:

da

|
dt?

+mgdsina =0 . 4)

Pre malé vychylky sina = a (radovo do 5°) a po d’alSej uprave (vydelime rovnicu (4) veli¢inou
| ) dostdvame rovnicu

d’a mgd
i +Iia:o. (5)

Rovnica (4) je diferencidlna rovnica 2. radu s konstantnymi koeficientami. Jej rieSenie ma napr. tvar
a =a,cos(awt +¢), (6)

kde a je okamzitd uhlovd vychylka v danom case t, aop je maximalna uhlova vychylka
z rovnovaznej polohy, ¢ pociato¢na faza alebo tiez fazova konStanta a veli¢ina (wt+a) je faza
kmitania. Ak funkciu (6) zderivujeme dvakrat podl'a casu a dosadime do (5) a sti¢asne (6) dosadime
za a, l'ahko sa presvedcime, Ze (6) je rieSenim rovnice (5) vtedy, ked’ «? = mgd/|,

wzw/mlid . %

(Zaporna hodnota w nema fyzikdlny vyznam). Veli¢ina w je uhlové frekvencia kyvadla. Pre
periodu kmitania T (w = 277/ T ) dostavame vztah

P
T ®)

A z neho pre moment zotrvacnosti vyplyva
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_T’mgd

! 47 ®)

Ak napr. pomocou niektorej z fyzikalnych metod uréime periodu T a veli¢iny m, d (g=9,81ms™)

budeme podla vzt'ahu (9) vediet’ urc¢it moment zotrvacnosti vzhl'adom na uvazovanu os, okolo
ktorej kyvadlo vykonava periodicky pohyb.

Ako vyplyva z pohybovej rovnice (1) rotujuceho telesa (kyvadla), moment zotrvacnosti plni

ulohu miery zotrvaénych vlastnosti rotujuceho telesa. Jeho hodnotu potrebujeme vediet’ napr. pri

uréeni kinetickej energie rotujuceho telesa

: Exr = % lw® a podobne.

Ako je zname z dynamiky tuhého telesa, ak
pozname moment zotrvacnosti rotujiceho telesa
rovinareu —  yzhPadom na urditi os, mdZeme uréit moment
kolmé& na nékresnit ) . )

zotrvacnosti vzhl'adom na in os, ktora je s fiou
rovnobeznd, pomocou Steinerovej vety, ktora
hovori: Moment zotrvacnosti | telesa vzhladom na
os, neprechadzajucou tazZiskom, sa rovna momentu
zotrvacnosti lo vzhladom na os prechadzajucu
taziskom, ktora je s danou osou rovnobeznd,

zvicSenému o mr,, kde m je hmotnost telesa a ry
je vzajomna vzdialenost oboch spominanych osi
tj.:

rez uvazovanou 5
rovino =
vinou I =1,+mr,. (10)

Dokaz Steinerovej vety:

Tuhé teleso chapeme ako sustavu hmotnych bodov
a moment zotrvacnosti takejto sustavy vzhladom
k ose O je dany vztahom (obr. 2):

=

L=%mr’ (11)

kde m; je hmotnost’ i-teho hmotného bodu a r; je jeho poloha vzhl'adom na os O. Poloha i-teho
hmotného bodu vzhl'adom na os Oy prechadzajucu taziskom je dana polohovym vektorom fr .
S ohl'adom na toto oznacenie mozeme pisat’ vzt'ah

r} =0 =+, ) =ry +r7 +2r,F, (12)

Po dosadeni vzt'ahu (12) do (11) dostaneme
n n n
=% mry +Zmiri%)+2F0 EEmiFiO . (13)
1=1 1=1 1=1
Prvy ¢len na pravej strane ) m.r; =mr; adruhy ¢len > m.r2 =1, . Sumaény vyraz > mif
v trefom cClene je rovny nule, lebo vystupuje v Citateli vyrazu pre polohovy vektor taziska
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. m;r; , . .1
o = ZZ'—'O a ten je rovny nule (pretoze polohovy vektor taziska vzhl'adom na t'azisko je rovny
m;
nule). Vztah (13) potom prejde na tvar (10), co sme chceli dokazat'.
Poznamka: Velkost vektora r,, v pripade kyvadla realizovaného vyssie (obr.1) je rovna d.

Odvodenie vit'ahu pre moment zotrvacnosti:

Odvod'me vzt'ah pre moment zotrva¢nosti homogénnej dosky obdiznikového tvaru vzhl’adom na os,
ktora prechadza taziskom tejto dosky a je na dosku kolma. Uvazovanu dosku orientujme vzhl'adom
na suradnicova stustavu podla obr. 3. V nasom pripade os, vocCi ktorej moment zotrvacnosti lo
urcujeme, je totozna s osou ,,z*“ (je kolmé na nékresiiu). Moment zotrvacnosti pre Stvrt’ dosky (Cast’

nachadzajica sa v prvom kvadrante) vyjadrime podl'a definicie (pozri lit.)
ab ab ab

I B _22 M _22 M B M 22 B
70 —m[rzdm _‘([J(:(X2 +y2)§dS —!J(:(Xz +y2)£dxdy —E‘OU)'(X2 +y2)jxdy S0

..:%M(a2 +b2).

dm, dS

Pre plosni hustotu sme pouzili

) % : M _dm _ dm
vztah pg =—=—+= az
ydy S dS dxdy

b/, neho sme vyjadrili hmotnost
nekoneéne malého elementu dm.
v Plocha  tohoto  elementu  je
< x dS =dxdy a jeho  poloha
X dx vzhladom na wuvaZzovanu os je
r’ =x’+y?>. Rozmery celej dosky
si dané stranami a, b. Hladany
moment zotrva¢nosti potom bude

\ 4

\ 4

A
A

»/2 - IO:éM(a2+b2) (15)

Y

a
Ohr

kde M je hmotnost’ dosky a a, b jej rozmery.

Nacrt a popis meracieho zariadenia:

Fyzikalne kyvadlo tvori homogenna kovova doska, ktorda mdze vykondvat kmity okolo
jednej zo zvolenych osi vytvorenych britom, ktory mézeme zaskrutkovat do zvolené¢ho otvoru. Os
je vytvorena dotykovym miestom britu na opornej ploske stojana. Toto usporiadanie umoziuje
vychylenie dosky o uhol 0y z jej rovnovaznej polohy (obr. 4), ktora sa po uvol'neni bude kyvat ako
fyzikélne kyvadlo. Vlozenim britu do iného otvoru v doske mame moznost’ volit’ vzdialenost’ osi
otacania dosky od jej t'aziska.
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e

i Kovova doska

Stojan

—

Obr. 4

Metoda merania a postup pri merani:

Viézenim stanovime hmotnost’ kovovej dosky m. Dosku vazime aj so skrutkami a s britom.
Ur¢ime rozmery a, b dosky. Vzdialenost’ taziska od osi otacania (britu) 7y (r9s, 702 703... ) urime
posuvnym meradlom. Po rozkyvani kyvadla (dosky), ur¢ime postupnou metédou periddu jeho
kmitov. Nameran¢ hodnoty peridd zapiseme do nasledujicej tabulky:

Os ¢.1 a=.. b=.. m=... Io1 = ...
i T, =i10T [s] i T, =i10T [s] T, - T, [s] T
1 Tyo 6 Tso Teo — T10=Tso -
2 T 7 T7o T70 —Tao =Tso -
3 T30 8 TSO -
4 T4o 9 Too -
5 Tso 10 T100 . -
E T5() — 7_—v ]_'v — &
5 50 50

T10 v prvom riadku je hodnota prvych 10 period, ktorth sme ziskali stopkami s medzi¢asom, atd’.
Podobny zapis urobime pre zvolené osi €. 2 a €. 3.
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Ulohy:
1. Postupnou metddou urcte periodu daného fyzikalneho kyvadla pre tri osi a
2. Stanovte moment zotrva¢-nosti | vzhl'adom na tieto osi.

Spracovanie vysledkov:

1. Namerané hodnoty periddy kyvadla pre zvolené osi vyuzite pre stanovenie mementu
zotrvacnosti | podla vztahu (9).

2. Podlarovnice (10) urcite taziskovy moment zotrvacnosti, t. j.

I, =1 -mr, (16)

(ked’ sme | urcili podl'a (9)), pri znamej hodnote m a ro.
Vysledky ziskané podl'a vztahu (16) vyhodnotime nasledovne

— _ 2 — 3
|01_|1_mr01 Ioz_lz_mroz Io3_|3_mr03 (17)

3. Vysledny moment zotrvacnosti vzhladom na taziskovua os vyjadrime znameranych
Loy 1gos 13 podla vztahu

2 o (18)

IOM 3

4. Zo znamej hodnoty hmotnosti dosky m a jej rozmemrov &, b vypocitajte podla vzt'ahu (15) tzv.
vypocitany taziskovy moment zotrvacnosti .
5. Vyjadrite percentudlnu odchylku lo od lom, to znamena

lom — |
% :%.100% (19)

0

Kontrolné otazky:

1. Co je to fyzikalne kyvadlo? Napiste jeho pohybovii rovnicu.
2. Definujte moment zotrvacnosti vzhl'adom na zadant os.

3. Vyslovte Steinerovu vetu.

4. Preco fyzikéalne kyvadlo rozkyvame len pre uhly ap<5° ?

Uloha je prevzata, doplnens a opravena, zo skript:

Doc. RNDr. Drahoslav Vajda, CSc., Doc. Ing. Julius Stelina, CSc., RNDr. Jaroslav Kovar, Ing.
Ctibor Musil, CSc., RNDr. Ivan Bellan, Doc. Ing. Igor Jamnicky, CSc. ,, Navody k laboratornym
cviceniam z fyziky “, vydala Zilinska univerzita vo vydavatel'stve EDIS, 2. nezmenené vydanie, rok
2003.



